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  摘  要:  利用计算代数中 Grobner基与合冲模的概念与算法,论文提出了一种多相位矩阵的正交化方法,在此基

础上得到了同时具有对称性和任意正则阶的M2带正交小波的高效设计方法. 克服了现有算法构造过程复杂以及不能

保持线性相位的缺陷,另外, 当所求得的尺度滤波器系数为参数形式时, 本文算法求得的小波滤波器也为含参数的, 因

而可以根据实际问题灵活选取适当参数从而得到所需要的M2带小波系统.
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Abstract:  Using the concepts and algorithms related to Grobner basis and syzygymodule in computing algebra,we propose or2

thogonalized approach for the polyphase matrix, and symmetric orthogonal M2band wavelets with arbitrary regularity are achieved. The

drawbacks that the computational process of the existing methods is complicated and linear2phase can not be achieved are avoided.

Furthermore, the presented wavelet filters contains free variables when the associated scale filter coefficients involve parameters. There2

fore,M2band wavelets with free variables via practice requirement is also developed.
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1  引言

  小波变换
[ 1, 2]
作为新型的信号分析数学工具, 克服了传

统Fourier变换不能有效同时分析信号的时间2频率局部特性

的缺陷, 因而被广泛应用于信号和信息处理的各个领域. 目

前,国际上对小波变换理论、算法的讨论主要集中在两带小波

上.两带小波具有良好的低频能量集中特性, 但是对于中 ) 高

频少数频带含有大量信息的信号而言,分析效果大为降低.此

外,已经证明:除开最简单的Haar小波外, 不存在保持线性相

位(系数对称)的其它两带正交小波 ,而线性相位性质对于图

像处理中的图像不失真具有重要作用. 为了克服两带小波的

上述缺陷, 1993 年, Steffen 等[ 3]系统研究了M2带正交小波的

构造理论与方法.对于M2带正交小波而言 ,当 M> 3 时的M2

带线性相位正交小波恒存在,而M2带小波可以更加精确地表

示信号在各种不同频带上的分量信息.

目前, M2带正交小波设计的方法主要有两种. 第一种方

法[ 4]是基于格型结构(Lattice structure)的, 该方法将正则阶条

件引入正交线性相位系统的格型结构中, 得到格型结构中参

数的限制条件, 然后求解一个约束优化问题. 文[ 4]中给出了

2 阶正则阶时参数满足的条件, 该条件比较复杂. 并且随着正

则阶的增加, 相应的限制条件会越来越复杂, 求解变得非常困

难. 第二种方法[ 3, 6]则通过构造出尺度滤波器,然后在正则阶

限制以及正交完全重构的条件下构造其余M21 个小波滤波

器. 但是,第二种方法采用正交化过程无法保证得到的小波滤

波器是线性相位的.

本文在已知M2带尺度滤波器的条件下, 利用计算代数中

的 Grobner基以及合冲模 ( syzygy module)的概念与算法, 提出

了具有任意正则阶且保持线性相位性质的M2带正交小波的

有效构造方法, 克服了现有方法求解过程过于复杂、无法保持

线性相位的缺陷.
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2  预备知识

  为了建立M2带线性相位正交小波的构造方法, 需要引入

一系列关于M2带线性相位滤波器和计算代数中合冲模的概

念与算法.对于M2带滤波器系统而言,下面两个结论成立.

命题1 [8]  设Hk( z)是第 k 个线性相位的分析滤波器,其

长度为 Lk= nkM+ B+ 1, 那么它的多相位元 Ek, l ( z ) , l = 0,

, , M- 1 满足

Ek, l( z) =
? znkEk, B- l( z

- 1) ,

? znk- 1Ek, M+ B- l ( z
- 1) ,

l = 0, , , B

l = B+ 1, , , M- 1

命题 2
[ 5]

 对于长度为 Li= n iM+ B+ 1 的 M2带线性相

位完全重构滤波器系统有

(1)若M, B分别是偶的和奇的, 那么滤波器中M/ 2 个对

称和M/ 2 个反对称;

(2)若 M, B均是偶的,那么滤波器中 M/ 2+ 1 个对称和

M/ 2- 1 个反对称;

(3)若 M是奇的, 那么滤波器中( M+ 1) / 2 个对称和( M

- 1) / 2 个反对称.

定义 1[ 7]  设 f 1, , , f s I Am, m @s 矩阵 F = [ f 1, , , f s]

的一个合冲( syzygy)是满足 h1f 1+ h2f 2+ , + hsf s= 0 的向量

( h1, , , hs) I As ,其中 A 为Noetherian 环 k[x1 , , , xn] .所有合

冲的集合称为 F 的合冲模, 用 Syz( f 1, , , f s)或 Syz( F )表示.

设 f 1= (f 1, 1, , , fm, 1)
T, , , f s= ( f 1, s , , , fm, s)

T,合冲模 Syz

( f 1, , , f s)为与 m 个向量( f 1, 1, , , f 1, s) , , , ( fm, 1, , , fm, s)相

正交的向量的集合. 合冲模 Syz ( f 1, , ,f s)的计算通过两步来完

成.第一步:计算3f 1 , , , f s4 AAm 的 Grobner基 {g1, , , gl },得

到{g1, , , g l}的合冲模为 Syz( g1 , , , gl )= 3 s1, , , sr4;第二步:

由Buchberger 算法和多项式的长除法可知, 对于矩阵 F = [ f 1,

, , f s]和 G= [ g1 , , , g l] ,存在 l @s的矩阵 S和 s @l 的矩阵

T 使得 F= GS, G= FT.设矩阵 I s- TS 的列向量为: r 1, , , rs .

于是 Syz( f 1, , , f s)= 3 Ts 1, , , Ts r , r 1, , , r s4 .

3  基于合冲模的M2带对称正交小波的设计

  引理 1 设多项式 f 1( x) , , , fm( x)满足 f 1( x) f 1( x
- 1) +

, + fm( x) fm( x
- 1) = 1,并且存在一个 i , 1F i F m, 使得 f i( x )

的常数项不为零.那么它们的 Grobner基为{1}.

证明  容易看出 f 1( x) , , , fm( x)是互素的. 若不然他们

的最大公因式 g (x )必定满足 g( x) | x
d
,其中 d= max

1 F iF m
{deg( f i

( x) ) }.而 f i( x)的常数项不为零, 并且 g (x ) | f i ( x) , 所以必定

有 g (x) = 1. 从而 f 1 ( x) , , , fm( x )互素, 那么他们的 Grobner

基为{1}.

由上述引理和合冲模的算法容易得到下面的结论:

定理 1  设 F ( x) = [ f 1 ( x) , , , fm ( x) ]为 k @m 的矩阵

且满足F ( x) FT( x - 1 ) = I k, 并且存在一个 i , 1 F i F m, 使得

f i ( x)的常数项不为零. 那么, 存在 m @k 的矩阵 T( x)使得

F ( x ) T( x)= Ik 成立. 特别的,设矩阵 Im- T( x ) F ( x)的列向

量为: r 1, , , rm, 则有Syz( f 1 ( x ) , , , fm( x ) ) = 3 r 1, , , rm4 .

证明  多项式向量 f 1( x) , , , fm ( x )满足条件 F ( x ) F T

( x - 1)= Ik , 类似于引理 1 的证明可得它们的 Grobner 基为

{ e1, , , ek},其中 I k= [ e1, , , ek ] , 即 G= I k. 那么, 由合冲模

的概念可知 Syz( G) = 0. 根据合冲模的计算方法存在 m @k

的矩阵 T( x )使得 F ( x) T( x ) = Ik , 并且 S= F , 所以 f 1( x ) ,

, , fm( x)的合冲模为

Syz( f 1 ( x) , , , fm( x ) ) = 3 r 1, , , rm4

其中, r 1 , , , rm为矩阵 Im- T( x) F ( x)的列向量.

利用定理 1,下面讨论 M2带正交小波的构造方法.

设己知 M带正交小波滤波器系统多相位矩阵 E( z )的前

k 行为

H0, 0( z) H0, 1( z) , H0, M- 1( z)

H1, 0( z) H1, 1( z) , H1, M- 1( z)

, , , ,

Hk- 1,0 ( z ) Hk- 1, 1( z) , Hk- 1, M- 1( z)

由正交性质, 第 k+ 1 行[Hk, 0( z )  Hk, 1( z )  ,  Hk, M- 1 ( z ) ]

满足

[H i, 0( z)  ,  H i, M- 1( z ) ] [ Hk,0 ( z
- 1 )  ,  Hk, M - 1 ( z

- 1) ] T

= 0,   i = 0, 1, , , k- 1 (1)

对上式两边同时乘以 zd 0以保证 zd0Hk, l ( z
- 1) , l= 0, , , M - 1

均为 z的多项式. 设 f i( z) = [ H0, i ( z)  H1, i ( z )  ,  Hk- 1, i

( z) ] T ,  i= 0, 1, , , M- 1,则式( 1)等价于

f 0( z) z
d
0Hk,0 ( z

- 1
)+ , + fM( z) z

d
0Hk, M - 1 ( z

- 1
) = 0

由合冲模的概念得到

zd0[ Hk, 0( z
- 1) , Hk, M - 1 ( z

- 1 ) ] I Syz ( f 0 ( z ) , , , fM- 1( z ) )

(2)

而由 E ( z )的正交性又有

[ f 0( z )  f 1( z)  ,  fM - 1 ( z) ] [ f
T
0 ( z

- 1 )  fT1 ( z
- 1 )  ,  

f
T
M- 1( z

- 1
) ]

T
= Ik

设 F ( z )= [ f 0( z)  f 1( z)  ,  fM- 1( z) ] ,由定理 1 可得

Syz( f 0( z ) , , , fM- 1( z ) ) = 3 r 0( z) , , , rM- 1( z)4

其中, r 0 ( z) , , , rM- 1( z)为矩阵 IM- T( z ) F ( z)的 M个列向

量, 以及 T( z )满足 F ( z ) T( z )= Ik .

对于多项式 r 0 ( z) , , , rM- 1 ( z) , 求出其 Grobner 基为: t 0

( z) , , , tq( z ) , 于是有3 r 0 ( z ) , , , rM- 1 ( z)4 = 3 t0 ( z ) , , , tq
( z)4 , 结合式(2)表明

zd0[ Hk, 0( z
- 1)  ,  Hk, M- 1( z

- 1) ] I 3 t0( z) , , , tq( z)4 (3)

令�t i ( z )= zd1 t i( z
- 1 ) , i= 0, 1, , , q, 其中 d1 I N 的选取

使得�t i ( z) , i = 0, 1, , , q 均为多项式. 由式( 3)可知[ Hk, 0 ( z)

 ,  Hk, M- 1( z) ] I 3�t0 ( z ) , , ,�t q( z)4 ,即多相位矩阵第 k+

1行 Ek ( z )可以表示为系数为多项式的�t 0( z ) , , �tq( z )的线性

组合, 设为 Ek( z) = A0( z)�t 0( z)+ , + Aq ( z )�tq( z) (4)

其中  Ai ( z )= ci ,0+ ci, 1z+ , + ci, rz
r , i= 0, 1, , , q.

又设�t i ( z )= [�t i ,0 ( z)  �t i, 1( z )  ,  �t i, M- 1 ( z) ] , i = 0, 1, , ,

q,则式(4)的分量表示为

Ek, l ( z )= A0( z )�t0, l( z) + A1( z)�t1, l( z) + , + Aq( z)�tql( z)

= E
q

i= 0

Ai ( z )�t il ( z )= E
q

i= 0
E
r

j= 0

cijz
j�t il ( z)

当 Ek( z)满足线性相位条件的情况下, 由命题 1得
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E
q

i= 0
E
r

j= 0

ci, jz
j�t i , l ( z )= ? zn1 E

q

i= 0
E
r

j= 0

ci , jz
j�t i, B- l ( z ) ,

        l = 0, , , B

E
q

i= 0
E
r

j= 0

ci, jz
j�t i , l ( z )= ? zn1- 1 E

q

i= 0
E
r

j= 0

ci, jz
j�t i, M+ B- l ( z ) ,

        l = B+ 1, , , M- 1

(5)

上述方程组为变量 {ci, j , i = 0, , , q; j = 0, , , r }的线性方程

组,由于一般情况下方程个数少于变量数, 因此方程组的解含

参数.求解式(5)得到与多相位矩阵的前 k 行E 0( z) , , , Ek- 1

( z)相正交的且具有线性相位性质的第 k+ 1 行 Ek ( z) . 最后

再利用 Ek ( z ) E
T
k ( z

- 1) = 1, 求解相应的参数即可得到正交多

相位矩阵的第 k+ 1 行.

综上所述,求解具有正则阶 N 的M2带对称正交小波的算

法可以描述为:

第一步  求解具有 N 阶正则阶的M2带对称正交尺度滤

波器(例如, 可采用文献[9]中算法)以构造多相位矩阵 E ( z )

的第一行;

对于 k= 1, 2, , , M- 1递推地进行如下操作:

第二步  设矩阵 E( z)的前 k 行已知,即已知矩阵 F , 求

第 k+ 1 行的算法为

(1)利用 Euclidean 多项式除法求出矩阵 T , 使之满足 FT

= I k. 并计算矩阵 IM- TF , 设它的 M 个列向量为 r 0 ( z) , , ,

rM - 1 ( z) :

(2)利用文献[7]中算法求出多项式组 r 0( z) , , , rM- 1( z )

的Grobner 基为 t0( z ) , , , tq( z) ;

(3)令 Ek ( z )= A0 ( z )�t0 ( z ) + , + Aq ( z )�tq ( z ) , 其中�t i( z )

= zd1 t i ( z
- 1 ) , i= 0, 1, , , q 以及Ai ( z) = ci, 0+ ci, 1 ( z) + , +

ci, rz
r , i = 0, 1, , , q.求解方程组(5) , 得到 Ek ( z) = Ek( z ) ( s1 ,

s2, , , sp ) ;

(4)利用 Ek ( z ) E
T
k ( z

- 1) = 1 求解参数 s1 , s2, , , sp , 即可

得到线性相位的M2带小波多相位矩阵的第 k+ 1 行.

第三步  当 k+ 1= M时,算法终止,否则, 回代到第二步.

下面以 32带对称正交小波的构造为例说明上述算法过

程,更一般的M2带对称正交小波设计原理与之完全相同.

第一步  利用文[9]中的算法,首先构造 3 带具有 2 阶正

则阶的对称正交尺度滤波器为

H0 ( z )= -
1
81
-

4
81

z+
8
81

z2+
20
81

z3+
35
81

z4+
20
81

z5+
8
81

z6

-
4
81

z7-
1
81

z8

对应的多相位元表示为

E0 ( z )= -
1
81 +

20
81 z+

8
81z

2
 -

4
81+

35
81 z-

4
81 z

2

8
81
+
20
81

z -
1
81

z2

由命题 2可知, 其余的两组滤波器分别为对称和反对称的.

第二步  求解多相位矩阵的第二行

设 f ( 0)
0 ( z) = -

1
81
+
20
81

z+
8
81

z2, f ( 0)
1 ( z )= -

4
81
+
35
81

z -
4
81

z2 ,

f ( 0)
2 ( z) =

8
81
+

20
81

z -
1
81

z2, 利用计算合冲模的算法得到 Syz

( f ( 0)
0 ( z) , f ( 0)1 ( z) , f ( 0)

2 ( z ) ) = 3 t( 0)0 ( z) , t( 0)1 ( z)4 ,

其中
t( 0)0 ( z)= [ - 24, 8- 5z, 1+ 20z] T

t( 0)1 ( z)= [ - 92+ 5z , 39, 8+ 40z] T

设 ET
1 ( z

- 1)= ( a+ bz) t ( 0)0 ( z ) + ( c+ dz ) t (0)1 ( z ) , 限制 E1 ( z)

是对称的, 可以得到参数 a , b, c, d 应该满足的线性方程组为

- 24 a - 92 c= 20 b+ 40d

- 24 b+ 5c- 92d= 20a+ b+ 40 c+ 8d

5d = a+ 8c

8 a+ 39c= - 5 b

此方程组的解含有两个参数

a= - 8u+ 5v, b= 5 u- 8v, c= u, d= v

因此, 与 E0( z)相正交的同时具有对称性质的多相位矩阵的

第二行的一般形式为

E1 ( z )=

(100u- 120v) z2+ (100v- 115u)z+ 5v

( - 25u+ 40v)z2+ (80u- 50v) z+ (40v- 25u )

5vz2+ (100v- 115u)z+ (100u- 120v)

T

结合 E1 ( z) E
T
1 ( z

- 1
) = 1,求解得到参数 u= 2 6/ 405, v= 1/ 27

6,因此

E1( z) = [
1
160

( 5+ 8z - 40z2) ,
1
80

(10+ 7z+ 10z2 ) ,
1
160

( - 40+

8z+ 5z2) ]

第三步  求解多相位矩阵的第三行:

设

f ( 1)
0 ( z )=

-
1
81 +

20
81 z+

8
81 z

2

1
160

( 5+ 8z - 40z2)
,

f ( 2)
1 ( z )=

-
4
81
+
35
81

z- -
4
81

z2

1
80

(10+ 7z+ 10z 2)
,

f ( 1)
2 ( z )=

8
81
+
20
81

z-
1
81

z2

1
160

( - 40+ 8z+ 5z2)

利用计算合冲模的算法得到 Syz( f ( 1)
0 ( z) , f ( 1)

1 ( z ) , f (1)
2 ( z) ) =

3 t (1)0 ( z )4 ,其中

t( 1)0 ( z) = [ - 8- z2 , 4- 4z 2, 1+ 8z2] T

可以验证, [ t( 1)0 ( z- 1) ] Tt( 1)0 ( z) = const,因此得到

E2( z)= [ - 8z2 - 1, 4z2 - 4, z2+ 8]

最后通过归一化得到 3 带具有 2 阶正则阶的对称正交小波滤

波器的多相位矩阵为:

E( z) =

 

- 1+ 20z+ 8z2

27 3
- 4+ 35z - 4z2

27 3
8+ 20z - z2

27 3

5+ 8z- 40z2

27 6
1
27

2
3
(10+ 7z+ 10z2)

- 40+ 8z+ 5z2

27 6

-
1+ 8z

2

9 2
2 2
9

( - 1+ z2)
1+ 8z

2

9 2
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4  含参数的M2带对称正交小波设计
  当尺度滤波器具有参数形式的时候,利用合冲模和 Grob2

ner基作为工具, 类似地可以设计含有参数的 M2带对称正交

小波.当 M2带尺度滤波器是关于参数的非线性形式时, 应首

先通过变量替换等手段,把它表示成关于参数的多项式形式,

然后再利用合冲模和 Grobner基作为工具设计对称正交小波.

相应的算法为:

第一步  求解含有参数形式的具有 N 阶正则阶的 M带

对称正交尺度滤波器(可采用文献[ 9]中算法)以构造多相位

矩阵 E ( z )的第一行. 并且通过变量替换等技术, 把 E ( z )的第

一行表示为参数的多项式形式;

对于 k= 1, 2, , , M- 1递推地进行如下操作:

第二步  设 E ( z )的前 k 行已知, 即已知矩阵 F , 求第 k

+ 1 行的算法为

(1)设 F = [ f 1( z) , , , fM( z ) ] , 利用文献[ 7]中关于合冲

模的算法得到 Syz( f 1( z) , , , fM( z) )= 3 s0 ( z ) , , , sp ( z )4 ;

(2)利用文献[7]中算法求出多项式组 s0( z) , , , sp ( z)的

Grobner基为 t0 ( z ) , , , tq ( z ) ;

(3)令 Ek ( z )= A0( z )�t0( z) + , + Aq( z)�t�t
q
( z) ,其中�t i( z )

= zd 1t i ( z
- 1 ) , i = 0, 1, , , q 以及Ai ( z) = ci, 0+ ci, 1z+ , + ci, r

zr , i= 0, 1, , , q. 求解方程组(5) , 得到 Ek ( z) = Ek ( z) ( s1, s2 ,

, , sp ) ;

(4)利用 Ek ( z) E
T
k( z

- 1) = 1消去 s1 , s2 , , , sp 中的多余参

数,即可得到含有参数的 M2带对称正交小波多相位矩阵的第

k+ 1 行.

第三步  当 k+ 1= M时,算法终止,否则, 回代到第二步.

下面以 42带含参数镜像对称正交小波为例说明算法过程:

第一步  利用文献[7]中的方法构造出 42带含参数的尺

度滤波器系数为

h0( 0)= h0(7)=
u
8

h0( 1) = h0( 6)

      =
1
8
( - 2+ 4- 4u- u2 )

h0( 2)= h0(5)=
1
8
( - 2- 4- 4u- u2)

h0( 3)= h0(4)=
1
8
( - 4- u)

令 v= 4- 4u- u2 ,从而把尺度滤波器化为关于参数的多项

式形式为

H0( z) =
u
8
+
- 2+ v

8
z- 1 -

2+ v
8

z - 2-
u+ 4
8

z- 3-
u+ 4
8

z- 4

-
2+ v
8

z- 5+
- 2+ v

8
z- 7+

u
8
z- 8

由于滤波器是镜像对称的, 因此可得多相位矩阵的两行为式

(6) .

第二步  令 F ( z) = [ f 1( z )  f 2 ( z )  f 3 ( z)  f 4( z ) ] , 利

用文献[7]中关于合冲模和 Grobner基的算法得到 Syz( f 1 ( z ) ,

, , f 4( z) )= 3 r 0( z) , r 1( z)4 ,其中

r0 ( z )= [0 - 256- 64u+ 64uz 0 128- 64v+ 128z+ 64vz] T

r1 ( z )= [ - 16- 8v- 16z+ 8vz 0 - 8u+ 32z+ 8uz 0] T

设多相位矩阵第三行的转置共厄为 ar 0( z ) + br 1( z ) , 利用第

三行具有反对称形式, 求解相应的线性方程组可得 a= 8 b, 再

利用归一化条件求得 b= 1/ 512, 最后求得多相位矩阵的第三

行为:

1
8
( - 2+ v) -

1
8
( 2+ v)z  

u
8
-

1
8
(4+ u) z

1
8
(4+ u) -

u
8
z  

1
8
(2+ v) -

1
8
( - 2+ v)z

因此, 最终得到 42带含参数对称正交小波系统的多相位矩阵

为式(7) .

F ( z )=

1
8

u-
1
8
(4+ u) z

1
8
( - 2+ v) -

1
8
(2+ v) z -

1
8
(2+ v)+

1
8
( - 2+ v) z -

1
8
(4+ u)+

1
8

uz

1
8

u-
1
8
(4+ u) z -

1
8
( - 2+ v) +

1
8
( 2+ v)z -

1
8
(2+ v)+

1
8
( - 2+ v) z

1
8
(4+ u) -

1
8
uz

(6)

E ( z )=

1
8
u-

1
8
(4+ u) z

1
8
( - 2+ v) -

1
8
(2+ v) z

1
8
(2+ v) +

1
8
( - 2+ v)z -

1
8
(4+ u) +

1
8
uz

1
8
u-

1
8
(4+ u) z -

1
8
( - 2+ v) +

1
8
( 2+ v) z -

1
8
( 2+ v)+

1
8
( - 2+ v) z

1
8
( 4+ u) -

1
8

uz

1
8
( - 2+ v) -

1
8
(2+ v)z

u
8
-

1
8
( 4+ u)z

1
8
(4+ u) -

u
8
z

1
8
(2+ v) -

1
8
( - 2+ v)z

1
8
( - 2+ v) -

1
8
(2+ v)z -

u
8
+

1
8
(4+ u) z

1
8
(4+ u) -

u
8
z -

1
8
(2+ v) +

1
8
( - 2+ v) z

(7)

其中, v= 4- 4u- u2.

特别地选取 u= 0,多相位矩阵为

E( z) =

-
z
2

-
z
2

-
1
2

-
1
2

-
z
2

z
2

-
1
2

1
2

-
z
2

-
z
2

1
2

1
2

-
z
2

z
2

1
2 -

1
2

即为 42带 Harr 小波(当 u= - 4 时也可以得到 42带 Harr 小

波) .

5  结论

  本文利用计算代数中 Grobner 基以及合冲模作为工具通

过对多相位矩阵的正交化,给出了M2带正交小波的一般性设

计算法, 利用该算法可以得到同时具有对称性和任意正则阶

的M2带正交小波. 在不考虑多相位矩阵归一化的前提下, 算

法实现只需用到求解多项式最大公因式的 Euclidean 算法与

1097第  7 期 张增辉:具有任意正则阶的M2带对称正交小波设计



Grobner基求解算法. 特别的, 当所求得的尺度滤波器为关于

某个参数的多项式形式时, 利用该算法求得的小波滤波器也

为含参数的,因而可以根据实际问题中的不同要求适当选取

参数得到不同的小波系统.
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